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Ex 1: Soit fune fonction de classe C* sur R .
1 (x
Soit g la fonction définie par g (0) =f(0) et Ux O R* | g(x)= 2—[ f(t)dt .
X7 -x
a) Etudier la continuité et la dérivabilité¢ de g .

b) Démontrer que g est paire .

Ex 2: Soient g une fonction a valeurs réelles de classe C3 sur [0;1] et (a;B) un couple d'éléments de [0;1] tel
que 0<f3. On suppose g (0) =g (B) =0 . Soit M =7 [(Pl] lg"(t)] .
Soit G la fonction définie sur [0;1] par les relations G(0) = g'(a) et G(t) = & si tZ 0.

a) Prouver que G est continue , puis qu'elle est de classe C1 sur [0,1] .

M
b) Prouver que , pour tout ¢lément t de [0;1], |G'(t)| < 5
1
¢) En conclure que , pour tout élément t de [0;1], | g (t) | < 5 |(t-0)(t-B)| M .
3

Ex 3: Faire un DL au voisinage de 1 , a l'ordre 1 , de f (x) = Arcsin(x2 tXx- )

2
1
Ex 4: a) Quel est le DL a I'ordre 3 en 0 de f (x) = (1+ x); ?

1+
b) Quel est le DL a l'ordre 4 en 0 de f (x) = ArcsinH 74 );H ?

‘ In(x)
¢) Quelestle DLal'ordre4enldef(x)= —— ?
X
d) Quel est le DL a I'ordre 9 en 0 de f (x) = In*(ch(x)) ?
Arcsin(x)
e) Quel est le DL a I'ordre 3 en 0 de f (x) = m ?

Ex 5: Quel est le DL a l'ordre 7 de f (x)= (cosx -1)(shx-x) - (chx-1)(sinx-x) au voisinage de 0 ?

Ex 6: Calculer les limites suivantes :

y 12(1- cos(x))sin(x) - x*41- x>0 by lim Dln(ch(x))+ In(cos(x))C
2) i sin® x- x° : ) Y Jeh(x) + Jeos(n) - 27
_sin(x) [ (. 1
©) )lc{ng sm(x) H @1 xg - sm(x)H 9 )16{11(1) et x)x

Ex 7: Soit f la fonction définie par f (x) = e;z six # 0 et f(0)=0.Montrer qu'elle est dérivable sur R a tout

ordre n et déterminer £'(0) , £"(0), ... £ ™M (0) . Quel est son développement limité a 'ordre n en 0 ?
Ex 8: Etudier et représenter graphiquement la fonction f, (x) = (x+a) Arctanx .

Ex 9: Déterminer un equivalent quand » tend vers +o , de § ()= ( x(e% - 1)+ 1)" - e avecx U[051] .
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Ex 10: Construire la courbe définie par: x= 3¢2- 2¢° et y= 5t* - 4¢°.
On étudiera soigneusement la nature des points singuliers .

Hx= 2t- ¢
Ex 11: Etudier la courbe de représentation paramétrique : [ 2, 1 -
priie
t

On détaillera I'étude locale au voisinage du point de paramétre t=1 .
Tracer le graphe dans un repere orthonormé .

x+ x’
In(1+ x+ x%)
1) Déterminer le domaine de définition de f'.

2) Déterminer un DL d'ordre 2 en O de £

3) En déduire I'équation de la tangente en 0 a C;.
4) Etudier les variations de f".

5) Nature des branches infinies .

6) Représenter graphiquement /.

Ex 12: Soit la fonction f'définie par f(x) =

. . 2x
Ex 13 : Soit la fonction f: x > o In x|
- X

1) Déterminer le DL a l'ordre n de la fonction g : X xInx au voisinage de 1 .
S()+1

2) Déterminer le DL a l'ordre 2 en 1 de la fonction x — 0
-

Ex 14 :
Notons f: t e R +—

Tk Il est clair que f est définie IR entier, et que cette fonction est de classe
C*. Nous notercns C'y la courbe représentative de f.
1. — Quelle est la limite de f(¢) lorsque ¢ tend vers —oa 7
2. — Qu'en déduisez-vous an sujet de C'y 7
3. — Complétez chacune des phrases snivantes au moyven de I'ine des locutions «est équivalent & 3,
test négligeable devant ¥, ¢est dominé par»

Flt) o et lorsque t tend vers +oo
t
€

Flt) o T lorsque t tend vers 400
l,:,f

Flt) o 2 lorsque ¢ tend vers +o0c

Lorsque plusieurs réponses sont acceptables, vous donnerez la plus précise. Bien entendu, vous
justifierez votre choix.

4. — Quelle est la limite de f({) lorsque ¢ tend vers 4007

5. — Explicitez f'(t).

6. — Dressez le tablean des variations de f.

7. — Explicitez f"(#).

8. — Montrez que 'équation f"(t) = 0 posséde denx solutions réelles : I'une est évidente, autre sera
notée a. Vous ne chercherez pas i calculer a.

. 1 i
9. — Prouvez l'encadrement —— < o < 0.
il
10. — Explicitez le développement limité de f & Uordre 3 au voisinage de 0. Que pouvez-vous en
dédnire concernant Cy 7
11. — Tracez la courbe représentative de f. Vous préciserez son allure au voisinage du point
d’abscisse 1.
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Probléme de revision d'analyse

Partie A : Etude d’une fonction

1. a) Onsuppose, dans cette question, qu’il existe une fonction f de classe C1 sur les intervalles |—o0,0]
et 0, 1], vérifiant pour tout réel » appartenant & | — oo, 0[U]0, 1], I'égalité :

el —2)f'(z) + (1 —z)f(z) =1

Soit h la fonetion définie sur | — oo, 0[U)0, 1], par : hiz) = 2 f(x).
Montrer que h est de classe C1 sur les intervalles | — oo, 0[ , |0, 1] et calculer sa dérivée.
En déduire qu'il existe deux constantes réelles ¢1 et es vérifiant
Yeel—oo,0L hiz) = —In(l—z)+a
Yo €]0,1[,  hlz) —In(l —z)+c2

b) On définit une fonetion f sur les intervalles | — oo, 0 et |0, 1] par :

Ve e] —oo, 0, f(z) —hil=—o)+a

—In(1 —r;t:] +co
v

Yo €]0,1], flx)

ol ¢ et oo sont deux constantes réelles.
Déterminer les constantes ¢1 et co pour que la fonction f soit prolongeable par continuité en 0.

2. Dans toute la suite de cette partie, [ désigne la fonction définie sur | — oo, 1| par :
. In(l—=x i )
fix) __hil-2) . ) & x#0
Floy =1
a) Donner le développement limité en 0 & l'ordre 3 de la fonction  + In(1—=x) puis le développement

limité en 0 & Pordre 2 de la fonction f .

b) En déduire que la fonction f est continue en 0, dérivable en 0 et préciser la valeur de f(0).

¢) Montrer que, pour tout x de | — oo, 0[]0, 1], on a :
1 1
’ s — — () —
f(x) (1 — fi_r_l) -
En utilisant le développement limité de la question précédente, montrer que f est de classe ¢t
sur | — oo, 1[.
3. a) Etudier le signe de la fonetion ¢ définie sur | — oo, 1] par :  @(z) = — +Infl —=z) -

En déduire les variations de la fonction f

b) Donner le tableau de variation de la fonetion f et I'allure de la représentation graphique de f en
précisant les asymptotes, la tangente 4 'origine et la position de la courbe par rapport & cette
tangente an voisinage de 'origine.

4. Soit r un réel de l'intervalle |0, 1].

a) Soit h la fonction définie sur | — oo, 1[ par: A(t) = —In(l —1).
Caleuler, pour tout réel ¢ de | — oo, 1[, &'(t). A"(t). puis pour tout entier naturel n non nul, A (t).
b) Justifier, pour tout entier naturel n, I'égalité :

n+1 ]1‘1+1

hm:l Z f (1 _”n+2

r—t

c) Etablir, pour tout réel ¢ de Uintervalle [0, 2], la double inégalité : 0 < 13 <
En dédunire, pour tout entier naturel n non nul, la double inégalité :
n ke
€ at+l g
< flz) - 2" f(r)
E+1 c
k=0
oo ;1“’
d) Justifier 'égalité : (1) =
) g fla) =3~ —



Partie B : Etude d’une variable aléatoire 4 densité

1. Dans cette question f est la fonetion définie & la question 2. de la partie A.

) Int
1) = -
a) Soit f1 la fonction définie sur |0, 1] par : fi(t) t—1

fil)y=1
Justifier la continuité de fi sur |0, 1] et établir, pour tout réel = de ]0, 1], I'égalité :

T 1
f fltydt = filt)di
0 1—x

b) Soit a un réel de U'ntervalle 10, 1[. Etablir pour tout entier naturel n, 'égalité :

s t#£1

1 n+1 1 1
f flntdt = 2 I,m— (1 —a™th
o n+1 (n+1)2 :
1 1 1
En déduire la convergence de 'intégrale f t"Intdt et 'égalité : f t"Int di = —W -
il 0 n

¢) Soit a un réel de intervalle |0, 1[ et n un entier naturel, démontrer pour tout ¢ de [a, 1], 'égalité

1 n 1 1
ffl(t)clt+2f z"lmdt:f g (4) dt
a k=04 @

d) Montrer que la fonetion ¢ — ¢ fi(¢) est prolongeable en une fonction by continue sur [0, 1].
1

En déduire que l'intégrale / f1(t) df converge et qu'elle vérifie :
0

1 n 1 1
fi(t)dt = f+f t" ha(t) de
£ - ,;0(“139 0 -

e) On désigne alors par M le maximum sur [0, 1] de la fonction fy.
Et’tbhl pour tout entier naturel n, 'inégalité :

M
t)dt — c
ffl” U\—I—l}l n+1

t) Justifier la convergence de la série de terme général — . puis I'égalité : f ft)dt = E — -
n ) P

Ex 14 : fin

HH
Notoms F: r e R — f F(t)di. Ainsi, F est la primitive de f gqui s’annule en 0.
0

17. — Quel est le sens de variation de F 7

18. — Montrez que F{x) posséde une limite ¢ finie lorsque = tend vers —oc. Vous ne chercherez pas
A expliciter cette limite.

19. — Prouvez 'encadrement —1 < ¢ < 0.
20. — Donnez une équation de la tangente i la courbe représentative de F, au point d’abscisse (.

21. — Explicitez le développement limité de F i l'ordre 4 an voisinage de 0.
Nous nous proposons d'étudier le comportement de F(x) lorsque = tend vers +oc. Nous noterons

. & T-E“t r ei T Ef
Jixr) = —dt, K(x) = —dt et L{z) = — dt.
(x) /1 Tro)e w(x) fl Fate (z) f1 7

22, — Prouvez l'existence d'une constante A telle que Fizx) = f(z) + A + 2J(x) pour tout réel z.
23. — Pour x = 1, placez les uns par rapport aux autres les réels 0, J(x) et K (x).

24, — Avec une 1nteg1'at.1+:nn par parties soigneusement justifiée, montrez que K (x) — 3L{xr) est
négligeable devant i lorsque x tend vers 4oco.
25. — En cléccnupantxl‘intervalle [1,2] sous la forme [1,2%4] U [#*/4 2], montrez que L(z) est
négligeable dE‘.“lllt - = lorsque o tend vers +oo.

26. — En déduire un equivaleut simple de F(z) lorsque o tend vers +oo.

27. — Exploitez les résultats des questions 17, 19, 20 et 26 pour donner allure de la courbe
représentative de F.



