] ] , 2007 -2008
Feuille d'exercices numéro 14

2kin i) et A= ((ak,l))lskin et A - ((Ek,l))lskm

n Islsn Isl<n

Ex 1: Soit a,, = exp(

Calculer A A .

Ex 2: a,b,c,a,3,y sont des nombres réels , n est un élément de N* .

go [
Soit L la matrice ligne (a,b,c) et C la matrice colonne EB . . Calculer LC,CL,(LC)" et (CL)" .
i

Ex 3: Soit X une matrice colonne a n lignes , et B= X t X . Soit I la matrice unité d'ordre n .

1) Calculer B? en fonction de B .(p U N)

2) Soit A=al+bBetp ON.
a) Calculer A? en fonctiondeIetB .
b) Calculer AP en fonctionde I et A .

gr o -a [
Ex 4: Soit M, la matrice Ea 1 -a?/2f etsoit E= {M,/a OR}.
00 1 H

1) Montrer que E est un groupe multiplicatif commutatif .
2) Soit ¢ de R dans E définie par ¢ (a¢) =M, . Montrer que ¢ est un isomorphisme de groupes .
3) Montrer que pour tout ¢ R : M -3M2+3M,-L,=0.

00 1 0 00
oo 1 o
oA [ 0. 2. A3. A4 oy n
Ex5: a) SmtA—D 0 0 10 ; Calculer A*; A°; A* et plus généralement A" ,n[IR.
HO 0 0 OH
gor -1 0 010
0 0

do o 1 -10°
HO 0 0 1 H
(Utiliser la relation (I-A)(ItA+A2+A°*)=1- A* avec I matrice unité)

b) Soit B = démontrer que B est inversible et calculer B™' .

0l a 0 0O
_ 0 1 a 0
¢) a étant un nombre réel calculer I'inverse de C = .
0 0 1 al
HO 0 0 1 H

T.S.V.P



02 1 -10
[ [

04 5 -70°

0 3 -5

Ex 7: Soient A et B deux matrices carrées d'ordre n , I la matrice unité , on suppose que I-AB est inversible .
Vérifier que (I-BA) ' =1+ B(I-AB) "' A .

Ex 6: Déterminer le noyau et 1'image de l'application linéaire définie par A

Ja c(
Ex 8: a) Soit A = H b d% . Démontrer qu'il existe deux scalaires o et 3 tels que A>=a A+ 1.
02 110
b) Soit A = %_ 5 - 4% . Démontrer que A" estde la formeu,A+v,I ou u, et v, sont des scalaires
que l'on déterminera en fonction de n .
or 1 1 1 [
El a o u“'lg
2in n-
Ex 9: Soita = exp(L) racine n®™ de l'unité . On pose : M(O()=% Ioa? o 0 1)5
n
Hl g™ b g H
1
Calculer M(G)M(a_) et en déduire (M(a))™".
01 ... 10
Ex 10: Soit (a,b) R 2 et Azﬁf £ ;A DoM ,(R), n ON* . Soit B=al +bA .
I .. IH

1) Calculer B? pour pLUN
2) Conditions sur a et b pour que B soit inversible ?
3) La formule obtenue en 1) se généralise-t-elleap U Z ?

o1 -2 -60
Ex 11: Soit A = §'3 2 9° 1) Calculer A™ pourn N .
20 -3@

2) A est-elle inversible ?

Ex 12: Soit M = ((™;;)) =M (R) , on pose Tr(M) = Z m,; (appelé tracede M ) .
i=1

a) Montrer que Tr est une forme lin¢aire de =/ (R) .
b) Montrer que [ (M,N) L(=/11 (R))* , Tr(MN) = Tr(NM) .



Feuille d'exercices numéro 14 Bis:
Exemples d'étude de systéme d'équations linéaires 2007 -2008
Exemples d'utilisation de la méthode du pivot de Gauss .

Ex 1: Calculer l'inverse des matrices suivantes en utilisant la méthode de Gauss .

04 -2 10 01 -5 70 Hl -2 1 Og H-l 1 1 lg
a-ly o128 By oy o8 ! 22 gt Bl
H_ ﬁ ﬁ ﬁ 00 1 -1 1p ol 1 5 1(
b2 > 7 H-2 3 -2 3H Hl -1 1 IH

Ex 2: Déterminer le rang des matrices suivantes : (a,b) 0 R? fixé .
02 -3 -4 o Ja b 0 0F
231 st _Hl R % oa b 0F
VA= 1 o -10 b)B_H’ b ’H YC=00 b 4 b0
10 2 4 b33 10 0 b ar

Ex 3: Résoudre et discuter suivant les valeurs des complexes a,b,c le systéme d'inconnues x,y et z complexes :
Oxt+ytz=atbtc

d
(S)Dax+by+cz=a*+b*+ ¢
ch+ ay+bz= a*+b*+ ¢?

Ex 4: On considere dans C les deux systémes linéaires :

O(x- y+z- Dt jlxt yt2)t j2(xt y-z+1)= 0 Ox- y+z=1
(S,) =y 2= 1)+ 2(xt pt o)t (xt y-z4 1= 0 (S,) dx+ ytzz 0
S(x-yrzo D 2xk i)t (xtyo iD= 0 Qxty-z=-1

1) Les systemes (S, ) et (S, ) sont-ils équivalents ?
2) Résoudre (S,) .

Ex 5: Résoudre dans R les systémes suivants :
O-x+ytzte=1

Ux-5p+ 7z=
g~ Sy+7z=1 Hx+y+z-t:1
a)U7x+ y-5z=1 b) [ f v Sstr]
] Qpxtytozti=
H-5x+7y+z—l

Hx-y+z+t:l

02x+ ytz+t=3
|]x+ 2yt ztr=1
Ex 6: Résoudre dans R le systéme suivant : Jx+ y+ 2z+7= 2
%x+ ytz+2t=4
Hx- y+z-t=0
Ex 7: Résoudre dans R et discuter suivant les valeurs du parametre réel m , le systéme suivant :
Ox+ ytz=m+1
me+ yt(m-1z=m

Hx+ mytz=1



1.

2

3.

Feuille d'exercices numéro 14 Ter:
Remplacement de I'heure de Physique 2007 -2008

On considére les éléments suivants de M3(R) :

100 010 00 1
r={o10],Js=lo01},K=[000
00 1 000 000

On note E le sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par [, J et K.
Pour toute matrice M de F, on note M® = [, et si M est inversible, on note, pour tout entier naturel ,
M~*% = (M~1)*, et on rappelle qu'alors M* est inversible et que (M*)™! = M~*.

Déterminer la dimension de E.

. Calculer J*, JK, KJ et K*.
Soit la matrice L =14+ J.

a. Montrer, pour tout entier naturel n :

-1
L“=I+nJ+Mﬁ',

2
b. Vérifier que L est inversible et montrer, pour tout entier relatif n :
nin —1
[*=I+nJ+ {—g—lﬁ',

c. Exprimer, pour tout entier relatif n, L™ 4 l'aide de I, L , L? et n.

0 2 -1
On considére la matrice A= | 1 0 1 | de M3(R) et on note f 'endomorphisme de R?
2 -3 3

représenté par la matrice A dans la base canonique de R? et e I'application identique de R® dans

lui-méme.

4. Montrer que f admet une valeur propre et une seule que 'on déterminera.
Est-ce que f est diagonalisable ?

5.a. Soit w = (1,0,0) .
Calculer v = (f — e)(w) et u = (f — e)(v).
Montrer que (u,v,w) est une base de R?.

b. Déterminer la matrice associée a f relativement 4 la base (u,v,w).

c. Montrer que f est un automorphisme de IR? et, pour tout entier relatif n, exprimer f*
a laide de e, f, f? et n.



