YOr o Devoir Surveillé N°6

A = 24 Mars 2007
\/D ;? Durée 4h

(l'usage de la calculatrice est interdit dans ce DS)

Exercice N°1 : ( 3 points )

Soit f:x > arcsin(3x- 4x°) .

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Calculer f' et déterminer les variations de /.

3) En simplifiant /', déterminer une écriture simplifiée de f.

Exercice N°2: (Ecricome 97 Techno)(7 points)

On considére la fonction numérique réelle f'définie par : [ x[ R* -{},/(x)= x’In a
-

On note C la représentation graphique de fdans le repére orthonormé (0,7, ) .
1) On désigne par 4 la fonction numérique réelle définie

ar: DxDRY = {1} 4G = - X
x-1 x -1
a) Déterminer , en les justifiant , les limites de 2 quand x tend vers 1 , puis quand x tend

vers +oo
b) Calculer la dérivée de / et en déterminer le signe .
¢) Donner le tableau de variations de / .
d) Montrer I'existence d'un unique réel strictement positif , noté a , tel que : (0 )= 0

2) a) Dx0 R* - {1, exprimer f"(x) en fonction de / () .

b) En déduire le tableau de variation de f'.
3

¢) Montrer que : f(0 )= g 1

1 x+1

3)  a) Vérifierque, 150 RY - 1) : fI-07 — I

Ox0 x° |x-1
b) Etudier les variations des fonctions ¢ et Y définies sur l'intervalle [0;%] par :

+
b(x)= X LIPS et (x)= o 250 ,
x- X- 3

¢) Prouver alors que , pour tout réel x de l'intervalle ’0;%] ,ona:

2x°

+1
2x+ —X lnx

< 2x+ X,
x-1

d) Déduire des questions précédentes la limite de f'(x) quand x tend vers +oo .
e) En utilisant les questions précédentes , montrer que la droite (A) d'équation y = 2x est
asymptote a la courbe C, et déterminer la position de la courbe par rapport a cette droite en +oo .
4) Tracer C et (A) (On prendra 2 cm pour unité graphique ) .

T.S.V.P



Exercice N°3: 2 points)

Soit ¢ : P XP-P .

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,[X].

2) Déterminer l'image par ¢ de la base canonique { 1, X,Xz} .
3) Endéduire KerpetIm¢ .

Exercice N°4: (5 points)

On désigne par E I'ensemble des suites (Mn) o~ de nombres réels .
On note S = { (un)nD[N UDE/0Onl IN,I/I,HZ: un+1+ u, } X

1) Montrer que S est un sous-espace vectoriel de E .

J1+ 45
2) On pose x, = H 2\/_

Dn
0 ety = I——[
0 I 0 2 [

a) Vérifier que (xn) N €t (yn),,[[N sont des ¢éléments de S .
b) Montrer que {(x,,) AIN ;(yn),l;[N } est une famille libre de E .
¢) Soit ¢ définie de R? dans E par
0 (a,b) = (un)nmN avec Uy = a;u; = b et On0N,u, ,=u, +u,.
Montrer que ¢ est un isomorphisme de R? dans S .
d) En déduire la dimension de S .
e) Donner une base de S .

3) On note (0‘ ,,)n:[N la suite de S telle que 0 , = 1;0, =1,
a) Montrer que UnUN, o DN |
b) Trouver l'expression de @ , en fonction de 7 .

¢) Déterminer un équivalent de (U ,1) N €N oo .

d) Calculer 1ma

n- tw

Exercice N°5: ( 4 points)

. ‘ 51 4 0 1 0
On considére les matrices de My(R) : A = Hl 5% ,D= H H etl= H H .

1.

0 6 0 1

(a) Calculer A?,
(b) Déterminer les réels a et b tels que A? = aA + bl.
(c) En déduire que A est inversible et exprimer A" en fonction de A et de I.

: n Dan+1 - loan * b
(a) Montrer que pour tout entier naturel n A" = a,A+ b,lavec : [ b= -24
0 - T2aa,

ntl

n

(b) En déduire I'expression de a, €t b, en fonction de 7 .

(a) Déterminer pour tout entier naturel n : A”.

1
(b) En déduire I'expression de la matrice M”, ou M = 3 A.



