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(l'usage de la calculatrice est interdit dans ce DS)

Exercice N°1: (@’ aprés ESC Eco 2006 4 points)

Les questions 2 et 3 sont indépendantes.

On considére la fonction g définie sur R par g(x) = e* - x.

Pour chaque entier naturel 7 supérieur ou égal a 2 , on considére I'équation notée (£,) : g(x) = n |

d'inconnue le réel x .

1. (a) Dresser le tableau des variations de g en précisant les limites aux bornes.

(b) Montrer que I'équation (E,) admet exactement deux solutions , I'une strictement négative

notée 0, et l'autre strictement positive notée B, .

2. Dans cette question on note (1), v la suite ainsi définie :
Aty = -1
fPour tout entier naturel k , P k-2,
(a) On rappelle que 0 , est le réel strictement négatif obtenu a la question 1.(b) lorsque n = 2.
Calculer g(-1) et g(-2) puis montrer que =~ 2 < 0, < -1,
(b)  Justifierque ¢'2 - 2= q,.

En déduire par récurrence sur k que pour tout entier naturel k : 0, $ u, € -1,

(c) Montrer que la suite (#;),7 v est convergente et de limite 0 5 .

3. On revient au cas général ou n 2 2.
(a) Montrer que 1< g(Inn) € n  Endéduire g(In(2n)) 2 n (ondonne In2 = 0,69).
(b) En déduire que In(n) € B, < In@2n) | puis établir B, nHDm In(n) .

Exercice N°2: (5 Points - ESCP 91 Scientifique)

(On admettra le théoréme suivant : Soit une fonction h de classe C'sur [a,b] telle que
0M 2 0 tel que Dx0 [a,b].|h'(x)|< M alors on a I'inégalité suivante : |h(b)~ h(a)|< M |b- a|)
X
e+ 1

Soit f'la fonction numérique définie sur R* par la relation : f(x) =

1) a) Calculer la dérivée /' de f .

b) Montrer , en étudiant la fonction g définie sur R* par g(x) = (1- x)e” + 1, que 1'équation
f'(x) = 0 admet une solution O unique sur R" .

¢) Prouver que f(0)=0a -1,

d) Dresser le tableau de variation de f et donner 'allure de sa représentation graphique .
2) Soit ¢ la fonction définie sur R par la relation : ¢ (x)= 1+ e *.

a) Montrer que o est I'unique solution de I'équation ¢ (x) = x

b) Montrer que 0 > 1. En déduire que ¢ - 1< ¢™' .

¢) Etablir que,, Dx =1, ¢ ()2 L etque: [p (x)- o< e'|x-a].

d) Soit (0 ,,)”:N la suite d'éléments de [1;+oo[ définie par 0 o= 1 etpar 0., = 0 (0 ).

Montrer que pour tout nombre entier naturel : [0 , = @ |< e ™" et conclure .

T.S.V.P



Exercice N°3: ( 4 points)

On considére la suite numérique réelle (u, ), définie par son premier terme u#,=1 et la relation

r * —
de récurrence : Un0 N u, = \ntu,, .

On se propose d'étudier le comportement de cette suite lorsque » tend vers l'infini .

1) a) Calculer u, et montrer que , pour tout entier naturel n : u, > 0 .

b) Démontrer par récurrence que , pour tout entier naturel n : u, < u,,, .

- un-l

2) Démontrer que , pour tout entier naturel non nul n : %, ~ n = wtdn

3) Déduire de ce qui précede que 'on a , pour tout entier naturel n supérieur ou
égalal: 0<u -/n<1.
, . . . . H un H Hun-l H
4) Déterminer les limites des suites U——=L et U—— )
0Vn O, 00 O,

5) Déduire des questions précédentes la limite de la suite (u, - Jn )N -

Exercice N°4: (4 points EDHEC Scientifique 2006)

1) a) Montrer que I’on définit bien une unique suite (u,,)
1 n-1

21’1' 1 J=1

a termes strictement positifs , en posant :

n21 ?

u, = let, pour tout entier 72 2,u, = Uy .

1
b) Vérifier que u, = 3 , puis calculer u; .

2
2) a)Etablirque: Un2 2,u,, = —nun )
2n+ 1
b) En déduire que la suite (u, ) 1 €st convergente .
) Uu [
¢) Donner un équivalent de Ing—"-7 .
Dunﬂ D
M On22,u, = ;2 :
n
3) Montrer que ann "y
gni

Exercice N°5: (3 points)

" On[
1) Calculer la sommez 00
p=ODpD
2)0 t p entiers tels que 1 < p <n . Mont p" 0= 0™ F et on dédu ZHPDHD
nsupposcnctpenuers tiCisque L sp=n. ontrer que D D‘ D De cn acauire D D
1 opd  0Op- 10 &1 0p(

;o 2 - 2DnD
3) En écrivant p~ = p(p-1) + p,calculer ) P'[ [
p=1 DpD



