Devoir Surveillé N°10

15 Juin 2007
(l'usage de la calculatrice est interdit dans ce DS) Durée 4h
Probléme N°1 : (10 points)
Dans tout le probléme, f désigne I’application de IR: vers IR telle que V>0, f(f) = —1——7 Pour tout
t+l-e”
2x
réel x> 0, on pose F(x) = | f(¢)dt. On ne cherchera pas a calculer F(x). La premiére partie est consacrée

x
a I’étude de /, la deuxiéme a I’étude de la solution de I’équation f(x) = 1, la troisiéme & I’étude de la
fonction F.

Partie I.

1) Etudier f: sens de variation, limites en 0 et en + o .

2) Etudier la concavité de /. Représenter graphiquement /.
3) Montrer que f induit une bijection de IR‘+ sur lui-méme. On désigne par f - 1’application
réciproque. Préciser le sens de variation et les limites de f -1
4) Pour tout entier naturel non nul n , on désigne par x, la solution de I’équation f(x) = n.
a) Quel est le sens de variation de la suite (x, )” »; 7 Est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa
limite ?

b) Déterminer le nombre réel a tel que f(¢) ~ -ii lorsque ¢t — 0.

c) En déduire un équivalent simple de x,, lorsque n —> + .

Partie I1.

Cette partie est consacrée a la recherche d’une valeur approchée par la méthode du point fixe du nombre

réel x,défini en question 1,4). On note B = x,.

1) Montrer que B est I’unique solution sur IR de I’équation e * =x, etjustifier que L <p<t.
e

2) Soient g I’application de IR vers IR telle que g(x) = e *,et]intervalle [ -1— l]. Montrer que g(I)c 1,
e

et déterminer un réel k € ]0,1{ tel que Vxe 7 |g'(x)[ <k .



3) On considére la suite (v, ), ., de nombres réels telle que

Yo =1

VnelN,y,, =e .
a) Vérifierque VrnelN, y, el.
yn—B|SK"[1-B].

¢) Lasuite ( ,,) est-elle convergente ? Si oui, quelle est sa limite ?

b) Démontrer que Vn € IN,

yo-Bl<107

d) Déterminer un entier ngtel que Yn 2 ng,
e) Quelle est la valeur de y, fournie par votre calculatrice ?

f) Conclure.

Partie I1I.

Cette partie, indépendante de la partie II, est consacrée a I’étude de I’application F de [R'+ vers IR telle que
2x
F(x)= | f(r)ar.
X
1) Etudeen+ .
« 1 1
a) Montrerque VieIR,,—< f(f)<-.
t+1 t

b) En déduire la limite Lde Fen + .
2) Sens de varnation .
a) En utilisant une primitive ¢ de f'sur IR: , montrer que F est dérivable sur R’ et que
Vx>0, F(x)=2f(2x) - f(x).

b) Etudier le sens de variation de F sur IR: .



3) Etude de F au voisinage de 0 .

2 3
On rappelle que e’ = 1+t+5—2—+£6—+o(t3) lorsque £t — 0 .

a) Montrer qu’il existe trois réels a, b, ¢ que I’on déterminera et une application continue € de R’
vers IR tels que :
(@) =~‘;I-+b+ct+ts(t)
lim,_,oe(t) =0.

2x
b) Montrer que j te(t)de = o(xz) lorsque x — 0 (indication : on pourra poser
X

m, = Max {| e(t) |t e [x, 2x ] } et justifier que lim,_,m, =0 ).

¢) Ecrire le développement limité d’ordre 2 de F en 0", sous forme F(x) = a; +bx + clxz + o(xz) .
d) On prolonge F par continuité en 0 en posant F(0) = a;. F est-elle dérivable en 0 ? Quelles

conclusions graphiques peut-on tirer du résuitat obtenu en ¢) ?
4) Donner une allure de la représentation graphique de £, en faisant apparaitre sur le dessin les conclusions

obtenues dans les questions précédentes.
Probléme N°2 : (10 points)

Onnote p: z +— e* =exp(z), ¢: = €2 =exp(2z) et r: z— e* = exp(z?). On note B = (p,q,r)
et £ le sous-espace vectoriel de C*°(R, R) engendré par la famille B.

La partie IV est indépendante des autres parties.
Partie |

On se propose de prouver que B est une base de £, au moyen de diverses méthodes. De par la
définition de &, il nous suffit de montrer que la famille B est libre ; soit donc a, b et ¢ trois réels tels
que ap + bg + c¢r = 0 (ol 0 désigne la fonction nulle).

1. — L’étudiant Antoine a évalué I'expression (ap + bg + cr)(z) pour z =0, z = 1 et = = 2. Suivez
sa démarche en I’expliquant, et concluez.

2. — Antoine a utilisé une propriété du nombre e; laquelle? Sauriez-vous justifier cette propriété
autrement que par un argument du genre « tout le monde sait bien que e ~ 2.71828» 7

3. — L’étudiant Nicolas a observé le développement limité & l’ordre 2, au voisinage de 0, de
P’application ap + bg + cr. Faites comme lui et concluez.

4. — L’étudiant Luc a eu une autre idée:il s’est intéressé au comportement de chacune des trois
fonctions p, q, r au voisinage de +o0o. Reconstituez sa méthode et concluez.

5. — Au fait : quelle est la dimension de £ ?

On note % P'application qui, 3 f € £, associe le triplet de réels (f(0), f/(0), f(1)).
6. — Prouvez que % est un isomorphisme du R-espace vectoriel £ sur le R-espace vectoriel R3.
7. —Soit f = ap+ bg+ cr un élément de £. Exprimez a, b et ¢ en fonction de f(0), f/(0) et f(1).



Partie 1l
On note ¢ I'application de £ dans lui-méme qui, & f € &, associe ¢(f) = Ap+ Bg+ Cr ol

(A= 250+ 10 + g5 /D)

{ B=——2210) - 5 /)
e—2 y 1

| €= /O-F0) - e(e—l)f(l)

8. — On note 6 I'endomorphisme de R3 défini par 6(a, b, ¢) = (a,b, —c). Montrez que ¢ = 1~ ofo.
En déduire que ¢ est un automorphisme de 1’espace vectoriel £.

9. — Exprimez ¢(p), ¢(q) et ¢(r) en fonction de p, g et r.

10. — Ecrivez la matrice M de ¢ dans la base B.

11. — Déterminez ¢ o ¢ et M2. Que pouvez-vous dire de ¢ ?

Partie Il

12.-Onnote P = {f € € : ¢(f) = f} 'ensemble des vecteurs de £ invariants par f. Montrez
que P = {f € £: f(1) = 0}. En déduire que P est un sous-espace vectoriel de £ ; déterminez une
équation de P dans la base B; prouvez que P est de dimension deux ; exhibez une base (ey, e2) de
P.

13.—Onnote D = {f € £: ¢(f) = —f} 'ensemble des vecteurs de £ transformés en leur opposé
par f. Montrez que D est un sous-espace vectoriel de £; prouvez que D est de dimension un,
et déterminez des équations de D dans la base B. Exhibez une base (e3) de D, et donnez une
caractérisation des éléments de D.

14. — Montrez que £ =P & D.
15. — Justifiez 'affirmation suivante: C = (ei, e2,e3) est une base de €.
16. — Quelle est la matrice de ¢ dans la base C ? Caractérisez géométriquement .

Partie IV

On se propose de développer ici I'idée suivie par 1’étudiant Luc dans la premiere partie (question 4).
On note R[X] l'espace vectoriel réel des polyndmes & coefficients réels, 7 l'’ensemble des éléments
de R[X] dont le terme constant est nul; pour n € N, on note R,,[X] I’ensemble des éléments de
R[X] de degré au plus n. On identifie un polynéme P et la fonction polynéme z +— P(z) qui lui est
naturellement associée.

17. — Montrez que F est un sous-espace vectoriel de R[X]. Quelle est la dimension de FNR,[X}?

18. — Soit (Px)1<kgq une famille d’éléments de F vérifiant la condition suivante :

pour 1 < k < ¢, Pey1(x) — Px(z) tend vers +oo lorsque z tend vers +oco

On note f = expoPy I'application qui, & z € R, associe fix(z) = e™*(®) = exp(Pi(z)). Montrez que
la famille (fx)1gkgq est libre.



